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Resumen. Analizamos la actividad demostrativa de tres estudiantes de un
curso universitario de geometria, cuando trabajan colaborativamente en la
resoluciéon de un problema. Subyacente a la resolucién esta la produccion
de un teorema dentro de una teoria determinada. El analisis se concentra
en identificar y seguirles el rastro a las ideas matemaéticas surgidas, y en
identificar, en las acciones de los estudiantes, los tres aspectos que segin
Habermas caracterizan un comportamiento racional (teleologico, epistémico
y comunicativo), con miras a describir la participacion de los estudiantes.
Los hallazgos nos permiten afirmar que es posible que estudiantes de pre-
grado produzcan un teorema.
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Proving activity: participating in the production
of a theorem

Abstract. We analyze the proving activity of three students of a univer-
sity geometry course, when they were working collaboratively to solve a
problem. Underlying the solution process is the production of a theorem
within a determined theory. With the purpose of describing the students’
participation, the analysis concentrates in identifying and keeping track of
the mathematical ideas that emerge and in identifying, in the students’ ac-
tions, the three aspects that, according to Habermas, characterize a rational
behavior (teleological, epistemic and communicative). The findings permit
us to affirm that undergraduate students can produce a theorem.
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activity, Euclidean geometry, university education.
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1. Introduccién

;Es razonable pretender que estudiantes de un curso de geometria plana en el
nivel de pregrado produzcan un teorema? Somos conscientes de los problemas
que enfrentan quienes pretenden enseflar o aprender a demostrar (e.g. [1], [4],
[7]). Sin embargo, la experiencia como investigadores y profesores universitarios
de un curso de geometria, cuya meta es que los estudiantes avancen en aprender
a demostrar, nos impulsa a dar una respuesta positiva a la pregunta.

Para respaldarla, en este articulo presentamos un estudio sobre la actividad
demostrativa de un grupo de tres estudiantes a quienes se les pidi6 resolver
un problema; en él analizamos el proceso de generaciéon y desarrollo de ideas
matematicas subyacentes a la producciéon de un teorema. El anélisis estd guiado
por nuestra concepciéon de aprender a demostrar y la relaciéon que establecemos
entre esta y el modelo de comportamiento racional de Habermas, tal como lo
adaptan Morselli y Boero [5].

La primera seccion del articulo incluye los referentes teoéricos del estudio; en la
segunda se contextualiza el estudio, precisando el problema propuesto a los estu-
diantes, dando detalles de los estudiantes y del contenido del curso, y esbozando
la actividad demostrativa que consideramos deseable como proceso de soluciéon al
problema; en tercer lugar, se hace un rastreo y anélisis de las ideas matematicas
surgidas en la actividad de los estudiantes; y por tltimo, se presentan algunos
comentarios finales.

2. Marco de referencia del estudio

Entendemos como actividad demostrativa la realizaciéon de acciones que conforman
dos procesos, no necesariamente independientes. El primero consta de acciones
relativas a la produccién de una conjetura; ellas generalmente incluyen la explo-
racién de una situaciéon geométrica para buscar regularidades (usualmente con el
uso de un programa de geometria dindmica), la formulacion de conjeturas y su
verificacién de manera empirica. Las acciones del segundo proceso se concentran
en la busqueda y organizacién de las ideas que conformarédn una justificacion,
siendo una forma de esta la demostracion, es decir, un argumento de naturaleza
deductiva basado en un sistema teérico de referencia en el cual la conjetura puede
llegar a considerarse un teorema. Ademas, adherimos a Mariotti, Bartolini Bussi,
Boero, Ferri y Garuti [2], para quienes un teorema matemdtico es un sistema con-
formado por un enunciado, su demostraciéon y la teoria que la guia y enmarca.
Asi, que los estudiantes produzcan un teorema significa que se involucran en los
dos procesos que conforman la actividad demostrativa asociada a la resolucion de
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un problema.

En consonancia con la conceptualizacion de actividad demostrativa, adoptamos un
enfoque participacionista del aprendizaje [8]. Para nosotros, aprender a demostrar
implica un cambio en la manera en que los estudiantes participan en la actividad
demostrativa que se despliega en el aula para desarrollar el contenido geométrico
del curso; tal cambio se expresa en una participacién cada vez mas genuina, més
autonoma y mas relevante. En Perry, Samper y Camargo [6] identificamos acciones
realizadas por los estudiantes que nos permitieron especificar caracteristicas de
tal participacion en el marco de una conversacion instruccional [3]. Consideramos
también importante caracterizar la participacion en términos de la generacion y
el desarrollo de ideas matematicas, por parte de los estudiantes, para producir un
teorema. Por ello, en este estudio decidimos considerar adicionalmente, tres aspec-
tos (epistémico, teologico y comunicativo) a los que aluden Morselli y Boero [5],
quienes los adoptan del modelo que Habermas ha elaborado del comportamiento
racional, por su relaciéon con los elementos que caracterizan nuestra concepciéon de
aprender a demostrar. Aunque no suponemos una correlaciéon directa entre estos
dos marcos de referencia, vemos factible hacer las siguientes dos asociaciones que
nos sirven como herramienta analitica:

Caracteristicas de la partici- Aspectos del comportamiento ra-
pacién cional

Autdnoma: se activan recursos | Se asocia | Epistémico: referido al control
propios para comunicar y jus- | con los | de los requerimientos estableci-
tificar las ideas propias, y para | aspectos | dos por la comunidad de discurso
confrontar y entender las de matematico y a la consciencia de
los demaés. la necesidad de validar las ideas
tomando en cuenta las premisas
compartidas y las formas legiti-
mas de razonar.

Comunicativo: tiene que ver con
la preocupacion de formular clara
y concisamente las ideas desde el
punto de vista matematico.
Relevante: se hacen contribu- | Se asocia | Teleoldgico: referido a enfocarse
ciones que tienen algin de- | conelas- | en una meta, formular un plan o

sarrollo, o que son tenidas en | pecto desarrollar uno (quiza no formu-
cuenta, y que de alguna mane- lado) para alcanzar la meta, es-
ra son utiles para la actividad coger estrategias que puedan con-
en que estan involucrados, in- tribuir a llevar a cabo el plan,
cluso si tienen errores. tener la meta bajo control.
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Genuina: se asume una dis-
posiciéon de compromiso y se
muestra interés auténtico en
busca de lograr la producciéon

de un teorema.

3. Contextualizacién del estudio

La actividad que aqui vamos a reportar —y que podria considerarse como algo
inusual— esta influida en gran medida por la aproximaciéon metodoldgica a la que
han estado expuestos los estudiantes en los cursos de geometria que han cursado
en la Universidad Pedagogica Nacional, donde adelantan estudios de Licenciatu-
ra en Matematicas. Para que el lector cuente con elementos que le permitan ver
que el caso aqui analizado no constituye una situacién atipica, es pertinente men-
cionar tres aspectos caracteristicos de la aproximacién metodologica que usamos
para enseniar a demostrar, que es producto de un proceso de innovacién curricular
que comenzé en 2004. En primer lugar, las soluciones que los estudiantes dan a
los problemas geométricos que les plantea el profesor son la fuente principal para
proveer elementos que contribuyen al desarrollo del contenido del curso. En se-
gundo lugar, la interaccion entre profesor y estudiantes o entre estudiantes es la
manera privilegiada de desarrollar el contenido del curso y de apoyar el aprendiza-
je individual. En tercer lugar, el uso de un software de geometria dindmica (para
este caso, de Cabri) es un medio para viabilizar la participacion de los estudiantes;
este recurso les proporciona un entorno en el que acciones como la exploracion
empirica, la comunicacion, y la validaciéon de los enunciados se pueden propiciar.

3.1. El problema propuesto a los estudiantes

En una sesion de clase, de hora y media, tres estudiantes trabajaron colaborati-
vamente en la solucién del siguiente problema:

En la calculadora, construya una ®C y un punto fijo P en el in-
terior de tal circunferencia. ;Para qué cuerda AB de la misma cir-
cunferencia, que contenga a dicho punto, se tiene que el producto de
AP x BP es maximo?

Como era usual en el curso, debian reportar por escrito los detalles de la construc-
cién en Cabri, formular la conjetura obtenida a partir de la exploraciéon empirica
y efectuar la respectiva demostracién. Trabajaron sin la intervenciéon del profesor;
la observadora del grupo, quien tomé el registro de audio y video, s6lo intervino
para favorecer la exposicién de ideas por parte de los estudiantes o para obtener
informaciéon mas completa del proceso que se llevaba a cabo.
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3.2. Los estudiantes y el contenido del curso

Los estudiantes estaban comenzando el tercer curso de geometria. Habian vivi-
do nuestra aproximacién metodologica desde su primer curso de geometria en la
universidad. Con respecto al contenido geométrico, en el momento de enfrentarse
al problema, ellos habian estudiado tematicas relativas a congruencia de triangu-
los, paralelismo de rectas y cuadrilateros. Respecto a la semejanza de tridngulos,
habian tratado su definicién, los criterios para determinarla y los teoremas de Ce-
va y Menelao. Tenfan experiencia en demostrar propiedades que se deducen de la
semejanza de tridngulos y en usar la semejanza para demostrar otras propiedades
geométricas. En relaciéon con la circunferencia habian discutido, desde un punto
de vista teorico, sobre la existencia de cuerdas, didmetros y rectas secantes. No
se habian estudiado las relaciones entre las medidas de dngulos y de arcos de la
circunferencia. Con el problema propuesto se pretendia introducir el estudio de
una de estas relaciones. El grupo de estudiantes cuya actividad vamos a describir
no presenta caracteristicas especiales, en aquello que nos interesa analizar, con
respecto a los otros grupos.

3.3. Esbozo de la actividad demostrativa deseable en la solucién del
problema

La actuacién deseable de los estudiantes debia girar en torno a la realizacion de
acciones que les permitieran alcanzar el objetivo general o reconocer y lograr los
subobjetivos en el transcurso del proceso de solucion. Para este caso, el objetivo
se focaliza en la produccion del teorema que afirma que, dada una circunferencia
y un punto fijo P en su interior, el producto de las medidas de las longitudes
de los segmentos determinados por P en cualquier cuerda que contiene a P es
constante; esto supone generar la conjetura como producto de una exploracion
empirica, ubicarla en un cuerpo teérico y demostrarla dentro de este. Asi, estos
tres asuntos se convierten en los subobjetivos. Las acciones correspondientes al
primer subobjetivo son: modelar la situacién en el entorno Cabri, explorar con
apoyo del arrastre y la medicion, determinar una regularidad, verificarla con una
nueva exploraciéon y producir un enunciado condicional que reporte la regularidad.
Con respecto a los otros dos subobjetivos, son varias las acciones esperadas. En
primer lugar, enriquecer la figura, si es necesario, para favorecer la busqueda de
ideas con miras a la demostracion. Para este caso los estudiantes deben construir
una cuerda auxiliar que contenga al punto P, como estrategia para justificar la
conjetura. Cabe resaltar que tal construccion se puede utilizar para verificar el in-
variante establecido, acciéon que formaria parte del primer subobjetivo. En segundo
lugar, usar las dos cuerdas para determinar dos tridngulos, visualizar o conjetu-
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rar su semejanza, y en ese marco teorico, justificar la igualdad de los productos
involucrados en la conjetura. En tercer lugar, utilizar criterios para establecer la
semejanza (dngulo-angulo para este caso), para lo cual podria ser necesario que
los estudiantes realicen una nueva exploraciéon con geometria dindmica con miras
a identificar angulos correspondientes congruentes que no fueran los opuestos por
el vértice. Esta exploracién podria favorecer el descubrimiento del teorema que
reza: Angulos inscritos en una circunferencia que subtienden el mismo arco, son
congruentes, y que justifica la congruencia referida.

Cabe senalar que la descripcién hecha de la actividad demostrativa deseable
atiende tanto al aspecto teleoldgico como al epistémico y al comunicativo. Al
primero, siempre que esté presente una intencién de llegar a algo y un plan para
lograrlo. Al segundo, cuando se reconoce la pertinencia de la semejanza de tridngu-
los como marco teodrico de la justificacion que han de hacer y del criterio dngulo-
dngulo para establecer la semejanza, y la necesidad de otra pareja de angulos
congruentes para poder usar el criterio y poder justificar la semejanza usando
un teorema que ellos descubren. Al tercero, cuando al formular la conjetura se
mencione que el producto es constante para toda cuerda que contiene a P,y que
la alusién a dos cuerdas, nombréandolas por sus extremos, facilita expresar su con-
clusién y realizar el proceso necesario para la demostraciéon. También, cuando se
use el lenguaje matematico adecuado para escribir la conjetura y su demostracion.

4. Rastro de las ideas matematicas en la produccién de un teorema

En esta seccion describimos e interpretamos la actividad demostrativa desplegada
por el grupo al resolver la situacion que se les planted, atendiendo de manera
especial a los aspectos teleoldgico y epistémico del comportamiento de los estu-
diantes y a indicios de participacién genuina, auténoma o relevante, con lo cual
podremos identificar caracteristicas de su participacion, es decir, de su aprendiza-
je de la demostracion. Nos centramos en las ideas matematicas que surgieron,
se desarrollaron, modificaron o no prosperaron durante la actividad de los estu-
diantes. Destacamos y distinguimos las ideas que responden directamente a la
pregunta propuesta en el enunciado del problema y las que presentan, explici-
ta o tacitamente, una justificacion a la solucion dada. Las ideas que reportamos
no las enuncian textualmente los estudiantes; son nuestras interpretaciones (o
resimenes) de las frases que ellos dicen en el transcurso de su actividad.

4.1. Dan su primera respuesta a la pregunta planteada

Los estudiantes leen la situacién que se les plante6 y, atendiendo la solicitud de
explicitar inmediatamente cudal creen que puede ser la respuesta, se involucran en
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una conversacién durante la cual no usan Cabri ni producen representaciones es-
critas duraderas; tan sélo esbozan con los dedos imégenes efimeras para “mostrar”
lo que van diciendo.

En realidad, es Juan quien explicita su respuesta intuitiva y sus companeros lo
escuchan, haciendo ocasionalmente algiin comentario breve. El planteamiento de
Juan es el siguiente:

Mientras méas cercano esté al centro el punto [P], [el producto| deberia ser
méximo. [...] {Qué pasa si P esta méas cerca al punto A o a B? Digamos que
P esté mas cerca a A, jentonces altera el producto? [...| Mientras mas cerca
[esté P de A], entonces va a estar mas lejos del centro. Entonces tendria que
disminuir el producto. O sea, para nosotros el producto es mayor cuanto més
cerca del centro se encuentre P.

Inicialmente los estudiantes no advierten que P es un punto fijo, y creen que se
les pide determinar la posicién del punto P para el cual el producto AP X PB es
méximo. Bajo esa interpretacion, como respuesta a la pregunta surge la primera
idea matematica (I1): Si P estd mds cercano al centro, el producto es mdzimo. En
tal respuesta esta presente el aspecto teleologico y, como se vera, con ella se inicia
una participacion relevante que lleva a una segunda idea. Después de formular su
respuesta, Juan mismo comienza a manifestar duda; especificamente se pregunta si
el cambio de posicion de P tiene efecto en el producto. Para analizar la situacion,
considera casos extremos con P en posiciones muy cercanas a los puntos A y B,
extremos de la cuerda. Surge asf la segunda idea como justificacion para I;. (Io):
Si es mds pequeria la distancia de P a alguno de los extremos del AB , entonces
es menor el producto AP x PB . Dado que activa recursos propios para justificar
11, vemos manifestaciéon del aspecto epistémico.

La observadora interviene para indicarles que el punto P es fijo, condicién im-
puesta en el problema. Teniendo eso en cuenta, los estudiantes mantienen una
conversacion en la que atn no trabajan con Cabri ni hacen representaciones es-
critas, pero que los lleva a modificar su respuesta inicial.

75. Susana: Por eso le digo que tiene que hablar es en cuestion de la cuerda.
Cuanto mas cerca esté la cuerda, porque el punto P es fijo. El
punto P no se puede mover y ahi tiene que mirar qué cuerda
construye y que le quede. . . , pero esté cerca, bueno espere a ver. ..

78  Juan: Ya. Como construy6 la cuerda, si tengo el punto P y no lo puedo
mover. .. si construye esta cuerda, puede construir esta también
o esta [con un dedo sefiala lo que podrian ser dos cuerdas de la
circunferencia, a las que perteneceria el punto P)].
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79  Susana: [Haciendo referencia al esquema imaginario esbozado por Juan]
Si, pero una [cuerda] que no tenga el punto C, porque esta tiene
el punto P y el punto C [centro de la circunferencial.

80 Juan: Pero, si, claro, puede pasar por C.

81 Susana: Tiene a Py tiene a C, y esta serfa la del producto méas grande. La
[cuerda] que contiene a C seria [la cuerda para la cual] el producto
[es] méximo, la cuerda AB que contiene el punto C.

La revisién que hacen debido a la intervencién de la observadora lleva a la trans-
formacion de I; en (I3): La cuerda para la cual el producto es mdzimo es la que
contiene al centro de la circunferencia. Esta nueva idea tiene en cuenta dos condi-
ciones de la situacién, no consideradas en la anterior, que les permiten avanzar
en la solucién del problema de una forma relevante, pues tienen més claridad con
respecto a las condiciones y la pregunta del problema; por una parte, el punto P
es fijo, y por otra, la respuesta debe darse en términos de una cuerda que contenga
el punto P. Sin embargo, los estudiantes no presentan ningtn argumento explicito
para validarla.

4.2. Modelan la situacién en Cabri y se percatan de un hecho que no coincide
con su respuesta inicial

Representan en Cabri la situacion planteada en el enunciado para el caso especifi-
co en que la cuerda es un diametro, caso que consideran da solucién al problema.
Advierten rapidamente que, para poder analizar la situacién, tendrian que haber
construido una cuerda cualquiera que contuviera al punto P; la construyen sin
eliminar la cuerda inicialmente representada, toman las mediciones de las longi-
tudes de los segmentos que P determina en cada cuerda, calculan los dos productos
en cuestion y observan que el producto es el mismo. Sorprendidos por el resultado
recurren al arrastre de la cuerda que no es didmetro y con ello alcanzan un buen
grado de convencimiento de lo que observan. Cuando la observadora les pide un
recuento de lo que han hecho, Susana dice:

Pues es que... Primero construimos asi, basados en la hipodtesis que
habiamos dicho, basados en la cuerda que contenia el punto C. Pero después
decimos. . . nos dimos cuenta que teniamos que mirar primero cualquier otra
cuerda. Entonces construimos una recta cualquiera que contuviera el pun-
to P, y los dos puntos de interseccion y el segmento. Nos dimos cuenta de
que la multiplicacion siempre era constante, sin importar donde. .. Entonces
seguimos moviendo los puntos y era constante.

Aunque los estudiantes no se refirieron en momento alguno a un objetivo ni a
un plan, sus acciones nos permiten ver lo uno y lo otro: el objetivo era constatar
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que la respuesta que habian dado era correcta, y el plan consistia en comparar
los productos en cuestion para dos cuerdas, la diametral y una representativa de
aquellas que contienen a P. Cuando encuentran un resultado que contradice su
respuesta, usan de nuevo el plan para un sinntmero de comparaciones del mis-
mo tipo. Asi, encontramos manifestaciones del aspecto teleologico. La exploracion
empirica de la situacion, que realizaron con apoyo de Cabri, les da los argumen-
tos para desechar I3 y para comenzar a configurar I4: El producto de las medidas
de los segmentos determinados por P en cualquier cuerda que contenga a P, es
constante. Esta idea matematica incipiente surge mediante induccién empirica.
Decimos que es incipiente, pues su cristalizaciéon so6lo se lograré cuando los estu-
diantes la formulen explicitamente como un enunciado condicional.

Después de escuchar el recuento, la observadora pregunta si quedaron convencidos.
Susana responde: “A menos que hayamos hecho algo mal, pero usted lo mueve y
siempre da lo mismo”. En esta verbalizaciéon vemos una clara manifestacion de la
influencia de Cabri en el alto grado de certeza que tiene el hecho encontrado para
Susana (aspecto epistémico y participacion autonoma). Es decir, Susana reconoce
a Cabri como artefacto que refleja la veracidad de un hecho y da por sentado que
sus compaiferos también lo admiten asi.

4.3. Tratan de formar una proporcién con las medidas tomadas

Inmediatamente después de encontrar, de manera empirica, que el producto en
cuestion es constante, surge la pregunta del porqué del hecho observado y comien-
zan a buscar la justificacion para I. Juan propone de manera tentativa que: “Tal
vez es porque cada vez que uno mueve, este [PR| se disminuye y este [PS] au-
menta. Pero disminuye proporcionalmente”. A lo que Susana interpela: “;Pero
por qué disminuye proporcionalmente? Es que esa es la duda. Porque entonces
siempre es... o sea, [las longitudes de los dos segmentos que determina P en las
cuerdas| disminuyen y aumentan la misma cantidad”. Juan sugiere “Miremos la
razon, a ver qué pasa’. Esta sugerencia encauza durante unos minutos la actividad
de los estudiantes: en Cabri calculan cocientes usando los cuatro niameros que, sin
etiqueta, tienen en la pantalla y que corresponden a las medidas de longitud de
los segmentos determinados por el punto P en las dos cuerdas. Este trabajo cuyo
objetivo es, aunque ellos no lo explicitan inicialmente, encontrar razones iguales,
no les da el fruto esperado, porque no hacen las combinaciones adecuadas, tal
como lo senala Juan: “No, la razén no nos da nada’.

La intervencién de Juan, en la que verbaliza con cierta duda una explicacién para
el hecho observado empiricamente, y la de Susana que plantea su insatisfaccion
con tal explicacién porque no va al meollo del asunto, nos permiten ver una alusiéon
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a la necesidad de justificar y de que la justificaciéon realmente logre explicar por
qué sucede lo observado, lo cual refiere al aspecto epistémico del comportamiento
racional de los estudiantes. Dado que en sus intervenciones los estudiantes estan
activando sus recursos propios para proponer y objetar, vemos una muestra de
participacion auténoma. Posteriormente vemos un plan para tratar de explicar
la constancia del producto, y dado que los estudiantes se involucran en su im-
plementacion, vemos aqui la presencia del aspecto teleologico y una participacion
relevante. Ahora bien, consideramos que, en su propuesta, Juan retoma Is y la
transforma. Asi, surge la idea 5 (I5): St la disminucion de la medida de uno de los
segmentos determinado por P se corresponde proporcionalmente con el aumen-
to de la medida del otro, entonces el producto de dichas medidas es constante.
Sostenemos que es una transformacion de Iy puesto que ésta consideraba que la
disminucién y el aumento de las medidas de los segmentos determinados por P
afectaban el resultado del producto. En I5 se considera que tal hecho tiene como
consecuencia que el producto se mantenga constante.

4.4. Forman una proporcién con las medidas, a partir del hecho descubierto

Tomando consciencia de los inconvenientes debidos al registro insuficiente que
han realizado (en la pantalla solo cuentan con ndmeros), toman de nuevo las
medidas y colocan las respectivas etiquetas. Enseguida, a raiz de la invitacion
que hace Susana, cambian la manera de abordar la buisqueda, y al hacerlo logran
establecer la proporcién entre las medidas tomadas.

256. Susana: A ver, seamos logicos, jcomo qué [resultado numérico| nos deberia
dar? [...]
260. Juan: Estamos pensando a ver qué [razones| nos puede[n| dar esa

constante, porque no... las razones no nos arrojaron nada.

270. Juan: [-..] Hasta ahi, ;jqué tenemos? De lo que tiene Susana ahi, nosotros
encontramos que AP por BP nos daba una constante, ;cierto?
[Indica a 1.19 en la pantalla de la calculadora].

271.  Susana: Aja.

272.  Juan: Y que RP y SP nos daba la misma constante, o sea que son
iguales.
273. Susana: [Ha escrito en su cuaderno: PA x PB = PR x PS. Senala en esa

expresion los términos a medida que los va mencionando y que

va escribiendo la otra expresion| { PA sobre PS, igual a... PR...7

seri : . PA _ PR
[Escribe en el cuaderno: 55 = 55|

La propuesta desarrollada por Susana y Juan se basa, por una parte, en usar el he-
cho empirico encontrado al explorar la situacion en Cabri (PA x PB = PR x PS)
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y, por otra parte, en recurrir a la teoria de proporciones para obtener una con-
clusion plausible; los estudiantes se involucran en una argumentacion de tipo ab-
ductivo (aspecto epistémico). Ello porque tienen la conclusion y buscan posibles
datos que serian la hipotesis de teoremas que permitirian deducir la conclusion.
Asi, conectada con I5 surgi6 (Ig): Si ?—’g = L& entonces PA x PB = PR x PS,
idea importante para avanzar en la actividad demostrativa por cuanto indica qué
segmentos conviene relacionar para demostrar la constancia del producto. Vemos
una manifestacion clara del aspecto epistémico de su comportamiento, pues la
idea nueva esta fundamentada en la teoria (de proporciones).

Se da posteriormente una conversacion entre los estudiantes en la que revisan
su trabajo anterior con la intencién de ver en qué fallaron, y notan que habfan
encontrado el cociente % v no el cociente };—g. Juan pide que se verifique que la
proporcion formada por ellos [273] en efecto es la correcta, y la respuesta de Susana
es: “Se supone que tiene que salir; en teoria deberia ser asi”. Adicionalmente,
%?S explicitan que hay dos proporciones posibles, la ya mencionada y I;—I‘% =
55+ En la participacion auténoma de Susana, cuando recurre motu proprio a su
conocimiento sobre proporcionalidad con el proposito de desvelar cuéles son las
razones que llevan a la conclusion sobre la constancia del producto, es evidente
que ella asume el control del curso de la actividad teniendo como guia la teorfa,
y al hacer la llamada de atencion, “seamos 16gicos”, que evidencia su rol, muestra
su involucramiento en la actividad matematica que estan llevando a cabo y, con
ello, su participacién genuina.

4.5. Mencionan la semejanza de triangulos
Habiendo establecido las razones apropiadas para que el producto constante sea
consecuencia de la correspondiente proporcion, y sin tener atn triangulos en la

figura sobre la que estan trabajando (Figura 1), se hace la primera mencion a la
semejanza de tridngulos.

Figura 1.
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324. Susana: (Si dio [la igualdad de razones|? En teoria, tendriamos ahi trian-
gulos semejantes, jno?

325.  Juan: [ Triangulos?

326. Susana: Triangulos semejantes.

327.  Juan: Si, si, si.

328.  Susana: O sea, lo que tenemos dibujado son tridngulos semejantes.

329. Juan: En teoria, si.

330. Susana: Bueno, no hemos dibujado tridngulos como tal, ;si? Pero implici-

tamente hay triangulos semejantes.
[-..] [Discusion enfocada en la formulacion de la conjetural.

481. Susana: Los tridngulos serian semejantes.
482.  Juan: O sea, jconstruimos los tridngulos?
483. Susana: Si, ahi hay semejanza.

Probablemente, haber podido expresar la igualdad de los productos como una
proporcién se constituye para los estudiantes en indice de la plausible pertinencia
de la teorfa de la semejanza de tridAngulos para la solucién que estan construyen-
do. Asi, como argumento abductivo surge (I7): Si los tridngulos son semejantes
entonces I;—‘g = %. Una vez terminado el proceso de escribir la conjetura de ma-
nera que ella exprese claramente la generalidad de lo encontrado, cuestién que se
aborda en el siguiente fragmento, Susana vuelve a evocar la teorfa de semejanza de
tridngulos [481], con lo que insinta de nuevo que ese es el marco en el que pueden
encontrar una explicacion para su resultado. La reiterada menciéon que Susana
hace de la semejanza de triangulos y el hecho de que hasta ese momento ni han
verificado empiricamente la semejanza ni tienen representados los tridngulos, nos
indican que Susana esté convencida de la razonabilidad de la conjetura desde un
punto de vista tedrico (aspecto epistémico). Ademaés, como se vera méas adelante,
el hecho de que la teoria de semejanza llega a ser el espacio de trabajo en el que
se hace la demostracion, es un indicador que anticipa la participacion relevante
de Susana.

4.6. Formulan la conjetura como una condicional

Hasta la intervencion [330], los estudiantes han realizado un proceso de buisqueda
de explicaciéon de la regularidad encontrada, pero no han establecido su conjetura
como una condicional que incluya las condiciones dadas y la consecuencia obteni-
da. Ahora, se dedican principalmente a formular tal enunciado. En la conversacion
que sostienen podemos evidenciar los problemas a los que se enfrentan: mencionar
en el antecedente de la condicional una o dos cuerdas, y en el consecuente referirse
al producto constante o escribir la proporciéon. Cuando para el consecuente se incli-
nan hacia la primera posibilidad, pretenden encontrar una relacién que les permita
escribir la constante en términos de, por ejemplo, el radio de la circunferencia y
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la distancia de P al centro. Para ello evocan el Teorema de Tales (que ya ha sido
estudiado en el curso), pero no hay registro de un anélisis que los llevara a aceptar
esa teorfa como pertinente o los condujera a rechazarla. En tltimas, escriben la
conjetura en términos de dos cuerdas y la igualdad correspondiente entre dos pro-
ductos. También encontramos que en cierta forma les molesta que a la pregunta
“;cudl es la cuerda para la que el producto es maximo?” se responda con “para
cualquier cuerda el producto es constante”. A continuacién, sin pretender mostrar
el didlogo mismo y las circunstancias en las que se dio, presentamos intervenciones
de los estudiantes que sustentan la descripcién anterior.

No, espere, ;cémo lo vamos a formular bien? No, no. Seria que para cualquier
cuerda AB, que contiene al punto P, se cumple que PA por PB es igual a un
valor constante. Pero, jcémo lo pondriamos ahi? Para cualquiera es maxima,
para cualquiera tienen el mismo valor, o sea no hay maxima. O pongamos. ..
deberiamos mencionar dos cuerdas, diria yo, ;no?, que contenga a ese pun-
to P, para poder decir que la relacién es la misma. Porque tenemos una
constante y jcomo nombramos una constante ahi? Para nombrar que son
constantes tendriamos que nombrar por lo menos dos cuerdas jno le parece?
Porque...Y jahora como lo vamos a demostrar? [Susana).

Entonces necesitamos otra cuerda para que hubiese proporcién con relacion
a algo. [Felipe].

Si, claro, entonces tendriamos que enunciar la conjetura nombrando dos
cuerdas, por lo menos dos. [Susana].

[Ha escrito lo siguiente: Dada la circunferencia con centro en C'y un punto
P que pertenece al interior de la_circunferencia, si SRy AB son dos cuerdas
tal que P pertenece a AB y a SR, entonces PA x PB = PR x PS| [Felipe].

En el episodio relatado nos es evidente un interés por encontrar una manera
apropiada de reportar el hecho de que para cualquier cuerda que contenga a P, el
producto es constante. No percibimos una nueva idea matemética que sea, o bien
respuesta al problema, o bien justificacién a la misma. No obstante, examinemos
someramente el comportamiento de los estudiantes, particularmente el de Susana,
quien sugiere, motu proprio, considerar una cuerda auxiliar que les fue 1til para
formular la conjetura de manera que hiciera viable la demostracion (i.e., hacer
operativo en esta el significado de “el producto es constante”). La idea de cons-
truir una cuerda auxiliar es evidencia de una participaciéon relevante y auténoma.
Percatarse de la necesidad de comparar dos objetos en igualdad de condiciones
para demostrar que un valor numérico relacionado con ellos es constante y de
esa manera encontrar una estrategia que les permite avanzar en la solucion del
problema (aspecto teleoldgico), muestra la madurez matematica que han alcan-
zado los estudiantes (aspecto epistémico). La participacion auténoma se concreta
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no soélo en la preocupaciéon por expresar adecuadamente la generalidad del hecho
en cuestiéon, sino también en el ser consciente de que la manera de formular el
consecuente de la conjetura puede aclarar u opacar lo que se pretende justificar
(aspecto comunicativo). En resumen, en este fragmento identificamos no una idea
matematica nueva, diferente a I7, pero si la realizacion de una accién matemaética
que es evidencia de una actividad matematica cercana a la de un experto.

4.7. Examinan brevemente teoremas tratados en el curso

La pregunta de Juan, “;Coémo se va a demostrar eso, Susana?”’, da inicio al pro-
ceso de construccion de la demostracion de la conjetura formulada. Aunque en la
representacion en Cabri atin no tienen tridngulos, hay alusién a que “los tridngu-
los serian semejantes”’. Pero es evidente que en este momento no ven claramente
como abordar tal idea; asi lo explicita Susana al decir “Yo no sé, es como dificil”.
Al parecer, ella cree que considerar un caso puede ayudarles: “No, un ejercicio
més facil”, y probablemente impulsada por esta idea, muestra por qué el caso que
deben estudiar no es aquel en que los puntos C'y P coinciden. “El ejemplo cuando
P es igual a C... se tendrfa r por r, r cuadrado, y r por r, r cuadrado”, pero
inmediatamente agrega que “El problema seria cuando P es otro punto distinto
a C, como lo dice el problema original”. No obstante, tal comentario no impide
que Felipe sugiera un plan para la busqueda teérica de una justificacién, como se
vislumbra en las siguientes intervenciones:

Cuando P esigual a C, [larazon| es igual a 1 jcierto? [Relata a la observadora
lo que estan haciendo|. Estdbamos tratando de ver si encontrabamos alguna
relacion de tal manera que nos diera como uno, o una cosa asi, mas facil
para mirar. [...| Porque pues. .. tenemos unos teoremas de proporcionalidad
que estan igualados a uno. Entonces pensé que por ahi podriamos hacer la
demostracion, bueno [Felipe].

Pues. .. |hemos pensado en| Ceva y Menelao, la multiplicacién. .. [Susana].

Los productos con igualdad uno, para ver qué nos da [Felipe|.

Al considerar el caso en que C'y P coinciden, surge la idea 8 (Ig): Si los puntos
C y P coinciden, entonces 1;—3 = % = 1. Aunque se percatan de que la especi-
ficidad del caso los distancia de la generalidad involucrada en la situacion que
estan tratando de resolver, lo consideran porque creen que pueden hacer uso de
elementos teodricos con los que ya cuentan (como los Teoremas de Ceva y Menelao)
en la justificacién. Considerar casos especificos para intentar involucrar teoremas
que conocen es evidencia de un comportamiento teleologico, y reconocer que dicha

propuesta no puede trascender es una participaciéon relevante en la medida en que

[Revista Integracién



Actividad demostrativa: participar en la produccion de un teorema 87

encauza la busqueda, de nuevo, hacia el camino delimitado por la semejanza de
triangulos. Teniendo como consecuente que las razones son iguales a 1, los es-
tudiantes evocan teoremas en los que en el consecuente se mencionan elementos
igualados a 1. Felipe ha asociado erréneamente razon igual a 1 con el consecuente
de los teoremas de Ceva y Menelao, en los que se establece que el producto de unas
razones es igual a 1. Susana, quien controla lo relacionado con la teoria, alcanza
a mencionar que esos teoremas tratan sobre productos de razones, cosa que no
tienen (aspecto epistémico). La participacion de Susana es auténoma, pues saca
a la luz que el caso particular no es tutil para determinar lo que se quiere cuando
P es cualquier punto.

4.8. Vuelven a la semejanza de tridngulos como marco para hacer la de-
mostracion

La conversacion en la que consideran el caso particular en que C y P coinci-
den tiene intercaladas intervenciones de los estudiantes en las que aluden a la
semejanza de triangulos:

513. Juan: (Para semejanza qué tenemos?

514. Susana: Para semejanza tenemos los criterios.

517. Juan: Pero... jaqui, qué tenemos?

518. Susana: Es que aqui sblo tenemos dos dngulos congruentes, y pare de con-
tar.

542. Susana: Necesitamos otro angulo, por lo menos.

Aun cuando los estudiantes no mencionan explicitamente el criterio angulo-angulo
de semejanza de tridngulos, es claro que se estan refiriendo a él, pues Susana alude
al par de angulos que pueden asegurar congruentes y menciona la necesidad de
establecer la congruencia de otro par de dngulos (aspecto epistémico). Al evocar
de nuevo la teorfa de semejanza de triangulos surge la idea 9 (Ig): Dados dos
tridngulos, si dos pares de dngulos correspondientes son congruentes, entonces los
tridngulos son semejantes. El fragmento muestra una participacion relevante y
auténoma de parte de Juan, pues con sus preguntas insintda que se deben aden-
trar en la semejanza de tridngulos para determinar de manera méas puntual qué
elemento tedrico podrian usar para justificar su conjetura, y ademas con qué
condiciones cuentan [aspecto epistémico]. Es relevante el comentario de Susana
en cuanto a la necesidad de otro par de angulos, pues esta relacionada con la
solucién al problema, y el grupo se concentra en estudiar condiciones para garan-
tizar dicha semejanza. El episodio de la siguiente seccién ilustra en parte dicha
trascendencia.
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4.9. Proponen una construccion auxiliar en busca de las condiciones para
aplicar el criterio de semejanza angulo-angulo

Movidos por la necesidad de declarar la congruencia de dos pares de angulos para
poder usar el criterio angulo-dngulo de semejanza triangular, y dado que hasta
ahora so6lo reconocen la congruencia de un par de dngulos, los estudiantes propo-
nen construcciones auxiliares, lo que consideramos como una accién matemaética
destacable. Representan en papel dos cuerdas que se intersecan en un punto Py
dos de los triangulos que se determinan (Figura 2). Después surgen dos propuestas
para construir una recta paralela: (i) una recta que contiene a P, paralela a uno
de los lados de uno de los triangulos (Figura 3), y (ii) una recta paralela al mismo
lado escogido anteriormente, pero que contenga uno de los vértices, diferente a P,
del otro triangulo (Figura 4). Sin embargo, los estudiantes no explicitan por qué
una relaciéon de paralelismo arreglaria el problema. Es probable que estén pen-
sando en angulos alternos internos entre paralelas, pero no hay mencién alguna
al respecto. Se entrevé la idea 10 (Iyg): Si se tiene una relacion de paralelismo,
entonces se tienen dngulos congruentes. Proponer como construccion auxiliar una
recta paralela se convierte en un plan para resolver el problema que tienen entre
manos (aspecto teleologico y participacion relevante).

A— R A R A, R

]

Figura 2. Figura 3. Figura 4.

4.10. Explicitan cuales son los triangulos cuya semejanza deben demostrar

Ante una pregunta de la observadora, los estudiantes explicitan por primera vez
cuéles son los triangulos semejantes involucrados en la situacion. Posteriormente,
la observadora vuelve a intervenir para llamar la atencién sobre la incorrecta
correspondencia que estan estableciendo, y Susana precisa cuéles son los angu-
los correspondientes congruentes. Sin pretender mostrar el didlogo mismo y las
circunstancias en las que se dio, presentamos las intervenciones que sustentan la
descripcién anterior.

No vemos los tridngulos semejantes, o sea, parecieran tridngulos semejantes,
pero lo tnico que tenemos en este momento son. .. dos angulos [Juan]|.
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Pero, jsaben cuales son los tridngulos semejantes? [observadora].

O sea... [triangulo] BPS con [tridngulo] RPA, porque las razones de este a
este [BP a RP] como este a este [PS a PA], y como tenemos el angulo. ..
Pero el problema es como demostrar ahi. Entonces, bueno sélo tenemos el
angulo [Susana].

Espera, porque primero me habias dicho el angulo de vértice B con el de
vértice A y el de vértice S con el de vértice R [observadora).

Lo que necesitamos es el angulo. .. PBS congruente con el 4ngulo PRA |[...]
PBS con PRA o PSB con PAR, cualquiera de los dos nos serviria en este
caso [Susana].

Vemos aqui dos ideas matemaéticas de Susana, cuyo papel en la discusion es preci-
sar la pareja de angulos cuya congruencia les falta demostrar. Asi, se tiene: (I11):
Si % = % y LP = /P, entonces APBS y APRA son semejantes, cuyo anali-
sis conduce a (I2): Si LP = /P y ZPBS =~ /PRA 0 ZPSB = ZPAR, entonces
APBS y APRA son semejantes. Esta tltima idea finalmente explicita las parejas
de angulos correspondientes que deberian ser congruentes. Vale la pena mencionar
que, si bien I;; fue elaborada por Susana de una manera deductiva, aceptando
como dato la proporcién que habian encontrado de manera empirica, 115 fue ela-
borada a partir de un argumento abductivo, que se evidencia con el uso de la frase
de Susana “Lo que necesitamos es el angulo. ..”. Pasar flexiblemente, en cualquier
sentido, de lo abductivo a lo deductivo es una accién matematica destacable en
la que reconocemos el aspecto epistémico. Sin embargo, dada la importancia de
determinar los a&ngulos que deben ser correspondientes para obtener la semejanza,
el hecho de que haya sido la observadora quien tuvo que sugerir hacerla nos indica
que el comportamiento de los estudiantes no fue del todo auténomo. En el diseno
de la situacion, suponfamos que los estudiantes harian una exploraciéon empirica
para determinar los dngulos congruentes. Este es un caso en donde no se puede
establecer una asociaciéon explicita entre el aspecto epistémico del comportamien-
to racional y la participacion autéonoma de la estudiante. La dedicacion de Susana
por determinar la semejanza ratifica su participaciéon genuina.

4.11. Construyen un triangulo isésceles en busca de las condiciones para
aplicar el criterio de semejanza angulo-angulo

En su intento de deducir la congruencia de los 4ngulos correspondientes de los dos
tridngulos, los estudiantes siguen proponiendo diferentes construcciones auxiliares.

Entre ellas esta la propuesta de Susana de construir un tridngulo isdsceles.
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737. Susana: ({No podriamos... Felipe... ven Felipe, construir un segmento aqui
que fuera congruente...? Igual, este tendria que ser congruente con
este y mirar si de pronto esta seria paralela con esta. Y si son
paralelas... con eso ya tendrfamos que [los angulos]| si son congru-
entes.

738.  Obs.: Me lo explica otra vez, pero nombrando por favor los puntos y todo
eso, porque quedé perdida. ;Cual es la idea?

739.  Juan: La idea es construir un segmento congruente a PR [Figura 5|.
Generar un punto acé [en PA | pero que este sea congruente con
este [PR] para que este congruente con ...

740. Obs.: jAh! Ya.

741. Susana: Un punto X.

742.  Obs.: Un punto X en PA, para que sean congruentes PRy PX.

743. Susana: Pero espere, porque cambiaria el 4ngulo [sefiala /X RP y ZARP].

747.  Obs.: Cambiarfa jqué?

745. Susana y El angulo, al trazar RX.

Juan:

746. Juan: Porque la idea era utilizar alternos internos aca [muestra ZPXR y

/SBX].

=)

Figura 5.

Susana y Juan estan buscando cémo asegurar que los angulos que han identificado
como congruentes efectivamente lo son. Trabajan en la representacion sobre pa-
pel, guiados por el deseo de encontrar segmentos paralelos y por su conocimiento
del teorema segin el cual los angulos alternos internos determinados por rectas
paralelas intersecadas por una trasversal son congruentes. El argumento deducti-
vo (aspecto epistémico), que no explicitan pero que entrevemos en este didlogo,
es el siguiente: al construir un triangulo isésceles (APRX) con PR = PX, si re-
sulta que RX es paralelo a BS, entonces ZSBP es congruente con ZPXR por
ser alternos internos entre paralelas, y ZPXR es congruente con ZPRA por ser
los angulos de la base de un triangulo isésceles. Por tanto, creen que lograrian
la congruencia de los ZSBP y ZPRA. Pero cuando explican su idea a la obser-
vadora, los estudiantes reconocen que el argumento es incorrecto porque X no
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coincide con A. El argumento deductivo se convierte en la idea 13. Es una evolu-
cion bastante desarrollada de 11, ya que proponen una construcciéon auxiliar que
dé lugar a dngulos alternos internos congruentes al presuponer el paralelismo de
los segmentos. Esquematizamos I;3 a continuacion:

Sien APRX, PR = PX, entonces /PRX = /PXR;
o luego /PRX = /SBP.
Si BS||RX, entonces ZSBP = /PXR;

Susana y Juan descartan la propuesta, porque la congruencia seria con el ZPRX
y no con el ZPRA. No desarrollan suficientemente la propuesta para percatarse de
que el punto basico de su desarrollo deductivo es como demostrar el paralelismo
de RX y BS. Todo el argumento implicito depende de ese hecho hipotético.
La participacién conjunta de los estudiantes, tanto en desarrollar la idea como
en descubrir por qué no funciona, todo ello desde la teoria, es una prueba de
participacion auténoma (aspecto epistémico).

4.12. Construyen un segmento paralelo a uno de los lados de uno de los
tridangulos involucrados

En un intento de obtener de manera indirecta el paralelismo de una recta con uno
de los lados de los tridngulos que no contienen a P, Juan propone construir un
triAngulo congruente a uno de los que tienen en la representacion. Para ello, como
los lados del APBS, en su representacion en Cabri, son de menor medida que los
lados del APAR, localizan el punto T en el PA tal que PT = PS, y el punto Z
en PR, tal que PZ = PB (Figura 6).

Figura 6.
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811. Juan: Voy a construir el segmento ZT y mirar si son paralelos. [Busca
el paralelismo con el AR] |...]

813. Obs.: Si. ; Qué descubriste?

814. Juan: Si,... que si son paralelos [AR y TZ.|

815. Felipe: ;Son paralelas?

816. Susana: Si, Juan Pablo. Pero ahora, jcomo demostramos que si son
paralelas?

817. Juan: Pues. ..

818. Susana: Eso es lo que no sabemos.

819. Juan: La calculadora lo esta diciendo; si son paralelos. [...] [En lo que
sigue, Juan le describe a la observadora la construcciéon que hizo].

841. Obs.: [ Pero eso te daria cuales son angulos congruentes, entonces?

842.  Juan: Me daria. .. que como estos tridngulos vendrian siendo congruen-
tes [...]

844. Juan: O sea el triangulo PZT seria congruente con... a PBS, ;si?,

entonces el angulo P, Z, T seria congruente al dngulo P, B, S.
845. Obs.: Aja.
846. Juan: Y ya tendria pues. .. por transitividad [angulo] P, B, S seria con-
gruente a [angulo| P, A, R, pues por la definicion de semejanza. . .
847. Obs.: P, A, R?
848. Juan: P, A...,no... Si, P, R, A, y ya podriamos usar la definicién de
semejanza.

Juan decide hacer viable la idea de usar el paralelismo (I3g), plan que han venido
desarrollando durante la mas reciente etapa de su actividad (aspecto teleolégico).
Realiza una construccion que da lugar a un angulo congruente (£TZP) a uno
de los dos angulos que se quieren demostrar congruentes (ZPBS), y que es a
la vez correspondiente con el otro angulo en cuestion (LPRA). Su propésito es
que un lado del angulo que construye (ZT) resulte paralelo a un lado del angulo
correspondiente (RA). Basado en ello, realizan un proceso deductivo que culmina
en la justificacién de la congruencia de los dngulos objeto de interés. De nuevo,
alude a la definicién de triangulos semejantes para demostrar la conjetura. El
problema que tienen, como lo trata de destacar Susana [816, 818], es que el argu-
mento que da Juan solo es valido si se puede establecer, desde la teoria, que las
rectas son paralelas, y no aceptar eso de manera empirica (aspecto epistémico).
La participaciéon autonoma que se evidencia aqui es similar a la descrita en el frag-
mento anterior; sin embargo, en este caso hay un elemento méas que fundamenta
su propuesta: el uso de Cabri se convierte en la evidencia empirica de la validez
de la propuesta.

El proceso realizado por los estudiantes conduce a la idea 14 que se esboza
en las intervenciones [844, 846]. Sin hacer explicitos los elementos teoricos
correspondientes, deducen la congruencia de los tridngulos usando el criterio lado-
angulo-lado; la de los angulos PZT y PBS, usando la definicién de tridngulos
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congruentes; la de los angulos PZT y PRA, por ser correspondientes entre rectas
paralelas, y finalmente, como se expresa en [846], por transitividad se obtendria
la congruencia de los dngulos PBS y PRA. La idea 14 se esquematiza asi:

Si PZ~ PB, /ZPT =~ /BPS, PT =~ PS,
entonces APZT = APBS,
asi que /PZT = /PBS; luego ZPRA = ZPBS

SiTZ | AR entonces /PZT = /PRA,

Las propuestas que dan lugar a las ideas I3 e I14 son prueba de una participacion
relevante, porque se fundamentan en la relaciéon de paralelismo, idea que con
anterioridad habfia surgido; en resumen, es una idea que trasciende, se estudia,
se desarrolla (aspecto teleologico). Ademas, estas ideas indican una participaciéon
auténoma de los estudiantes, dado que son argumentos deductivos que pretenden
justificar una relacién de congruencia entre un par de angulos que permitiria
garantizar la semejanza de los tridAngulos que necesitan para validar teéricamente
su conjetura.

4.13. Redaccién de la demostracién

Preocupados por el poco tiempo que tienen para terminar la tarea, y conscientes de
que no han logrado justificar la congruencia del otro par de a&ngulos que les permi-
tiria deducir la semejanza teéricamente, Susana propone iniciar la demostracion.
Deciden hacer tan sélo un bosquejo de ella asumiendo la validez de lo que re-
quieren. A continuacién, se transcribe la demostracion que presentaron los alum-

nos.
Afirmacion Justificacion
11 C,Peimt(OC Dado
2| SRy SB cuerdas; P SRy P € AB Dado
3| 4ZSPB~ /ZAPR T. opuesto por el vértice
4 | Existen APBS y APRA Def. de triangulo

Nota: Nos hace falta que ZPBS ~ ZPRA o
/PSB ~ /PAR.

Teniendo alguna de las congruencias por el cri-

terio de semejanza (AA), APBS ~ APRA
5 ]P;—g = % Def. de tridngulos seme-
jantes

6| PBx PA=PRxSP Algebra

En el argumento deductivo anterior, ademas de considerar dos cuerdas para su
desarrollo, de las catorce ideas matemaéticas que identificamos, los estudiantes
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usaron tres (Ig, I7, e Ig) en los pasos 4, 5 y 6, respectivamente. La nota del paso
4 reporta que no pudieron sustentar teéricamente la validez del antecedente de
Ig. En la nota reconocemos que los estudiantes son conscientes de que ese paso
de la demostraciéon no cumple con lo que la comunidad del aula espera que sea
un paso de deducciéon. Es de notar lo cuidadosos que son en cuanto al estatus de
cada elemento teérico usado, sea este postulado, definicién o teorema, dentro del
sistema teoérico que tienen a su disposicién. Las dos observaciones anteriores dan
muestra del aspecto epistémico.

5. Comentarios finales

En practicamente todo el curso de la actividad demostrativa a la que nos hemos
asomado en este anélisis pudimos identificar metas, planes y estrategias de los
estudiantes para resolver el problema que tenian entre manos. Esto se constituye
en un indice de la presencia del aspecto teleoldgico en el comportamiento de los
estudiantes, aunque no hayan hecho referencias explicitas al respecto.

Proponer lo que identificamos como ideas mateméticas, transformarlas, aceptar-
las o rechazarlas, con argumentos basados en el sistema tebrico que tenian a
su disposicion, reconocer la falla en el desarrollo deductivo que presentan co-
mo demostracion, y pasar flexiblemente de argumentos abductivos a deductivos
o viceversa, son acciones que nos muestran el aspecto epistémico en el compor-
tamiento de los estudiantes.

La preocupacion por formular la conjetura en el formato de condicional, usando
los términos matematicos adecuados para que ella sea clara y concisa, y a la vez
sea un enunciado que facilite el proceso deductivo, y escribir su demostracién en
el formato aceptado por la comunidad de aula para ese prop6sito, nos indican el
aspecto comunicativo de su comportamiento.

El desempeno de los estudiantes dista ain de la actividad matematica que con-
sideramos como deseable. Prueba de ello es el hecho de que hayan propuesto
algunas ideas que no eran aplicables (como cuando sugirieron usar el Teorema de
Tales) y no hayan explorado la figura con mas cuidado en busca de una relacion
entre los angulos de los triangulos y los arcos de circunferencia que interceptan.
Su busqueda, principalmente guiados por su conocimiento teoérico, de elemen-
tos que pudieran dar lugar a angulos congruentes, se asemeja al proceder de un
matematico, pero no asf la visualizacion matemaética y el analisis de la figura. Aun
asi, nuestro estudio aporta una prueba més de las posibilidades reales de éxito
que tiene la aproximaciéon metodologica configurada durante nuestra innovacion
para favorecer el aprendizaje de la demostracion. Ello porque los estudiantes exhi-
bieron un comportamiento racional en el que los aspectos epistémico, teleoldgico
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y comunicativo dan cuenta de la participaciéon auténoma, relevante y genuina en
la tarea de producir un teorema.

Observar solamente lo que los estudiantes presentan como demostracion, ya sea
como investigador o como profesor, es perder evidencia de la actividad demostra-
tiva que realizan. En ella se ve lo que han aprendido los estudiantes respecto a la
matematica y al proceder mateméaticamente. En el curso de la actividad demostra-
tiva los estudiantes fueron decantando los que serian pasos de la demostracion,
pero es todo el proceso realizado lo que les permitioé producir el teorema: reconocer
la afirmacién que debian demostrar, identificar la teoria que sustenta su validez
y producir la demostracién misma sujeta a esa teoria. Esto tltimo lo afirmamos
porque, aun cuando les falto justificar la validez de una afirmacion, ellos reconocen
que el proceso deductivo no es completo. Pero, dado que no tenian ese elemen-
to en el sistema tedrico disponible y que reconocen la ruptura que ello produce,
evaluamos esa produccién como exitosa.

La asociaciéon que establecimos entre los aspectos teleologico, comunicativo y
epistémico del modelo de Morselli y Boero [5], y nuestra caracterizacion de partici-
pacion relevante y auténoma, fue util para evaluar el aprendizaje de los estudiantes
en términos de la actividad matematica desplegada. Reconocemos, sin embargo,
la necesidad de ahondar més en los vinculos entre los dos marcos de referencia,
pues en algunos momentos no pudimos correlacionar de manera especifica la par-
ticipacién relevante con el aspecto teleoldgico o la participacién auténoma con el
aspecto epistémico.
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